
十二年國民基本教育數學素養導向教材研發編輯小組

國家教育研究院

機率與二項分布的假設檢定

素養導向高級中學數學教材

學生手冊



機率與二項分布的假設檢定之素養教材

一、	前言

機率的觀念在我們的日常生活中，是一種非常重要且常見的數學想法，可以幫

助我們對許多觀察到的現象進行評估。從國小、國中到高中，我們已經接觸過許多

有關機率的學習內容，像是古典機率、期望值、條件機率⋯等等。在這份教材中，

我們將連結各位同學過去的機率概念，並搭配實驗操作，讓各位同學能實際體驗機

率的完整數學模型：猜測→修正→實驗→檢定→下結論。

各小節名稱

第一節  世界盃足球賽的預測

第二節  蜂巢硬幣的猜想
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第一節    世界盃足球賽的預測

阿笠博士和少年偵探隊柯南、灰原、步美、元

太、光彥，正滿心期待的準備觀賞「世界盃足球

賽」。

比賽開始前，阿笠博士靈機一動，提議大家來預

測本屆世足賽的冠軍隊，答對的人將有阿笠博士準

備的神秘小禮物。

阿笠博士說：「目前世足賽前32強已經出爐，小組賽抽籤結果如下表。」

 

由於將32隊隊伍分組的賽程表較龐大且複雜，我們先嘗試將「8隊隊伍」分
組，賽程表如下，請問賽程表有幾種？

 

【解】

討論1

活動1

前情提要
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請問將這前32強國家隊伍以抽籤方式分組，賽程表如下，若不考慮Group A、
Group B、⋯、Group H的組別名稱差異，出現這個賽程表結果的機率是多少？ 

請搭配使用科學型計算機，以科學記號表示，並取3位有效數字。

【解】

少年偵探隊花了不少時間，總算把出現這種賽程表的機率算出來。

柯南說：「我們利用『古典機率』算出出現這種賽程表的機率。」

請問：什麼是「古典機率」呢？

【解】

討論2

討論3
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        猜猜奪冠熱門隊？

阿笠博士問：「你們覺得德國隊衛冕的機率有多高？」

【解】

每個人都有一套模式，來計算「德國隊衛冕的機率」。

步美好奇想知道歷屆的世界盃得獎隊伍，因此搜尋前幾屆的得獎隊伍，資料如下：

步美說：「上屆冠軍德國隊，還有巴西、西班牙、阿根廷、法國隊，都是奪冠

的熱門。」

柯南說：「世界盃足球賽分組抽籤結果出爐，各大博奕公司馬上公布32強奪冠
賠率。大家可以參考看看這些資料。」

活動2
討論1

討論2

【2014世界盃足球賽】

冠軍：         德國

亞軍：         阿根廷

季軍：         荷蘭 

殿軍：         巴西

【2002世界盃足球賽】

冠軍：         巴西

亞軍：         德國

季軍：         土耳其

殿軍：         韓國

【2010世界盃足球賽】

冠軍：         西班牙

亞軍：         荷蘭

季軍：         德國

殿軍：         烏拉圭

【1998世界盃足球賽】

冠軍：         法國

亞軍：         巴西

季軍：         克羅埃西亞

殿軍：         荷蘭

【2006世界盃足球賽】

冠軍：         義大利

亞軍：         法國

季軍：         德國

殿軍：         葡萄牙

【1994世界盃足球賽】

冠軍：         巴西

亞軍：         義大利

季軍：         瑞典 

殿軍：         保加利亞
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【註】賠率隨時變動，以官方網站為準。若以台灣運彩，預測巴西奪冠為例，

          賠率4.25表示若押中，押100元可拿回425元，淨賺325元。

柯南說：「世界盃足球賽這32支隊伍，曾5度奪冠的巴西依舊是冠軍大熱門；上屆冠
軍德國，看好度也高居第二。法國、西班牙、阿根廷等傳統強權，也都有機會踢進

最後4強。」

阿笠博士問：「你們現在覺得德國隊衛冕的機率是否需要調整呢？」
【解】



        賭盤玄機

經過激烈的比賽，呼聲很高的德國隊竟然意外出局！接著，進入前8強的爭奪
戰⋯

 

元太說：「哇！巴西隊似乎很強，一路過關挺進前8強了。」

阿笠博士說：「世界杯足球賽進入最後關頭，除了全世界的球迷為之瘋狂外，

賭盤也熱鬧非凡。『足厲害』運彩公司公布了『世足賽前八強奪冠賠率』，如下表。」

光彥說：「到底賭盤賠率是怎麼算出來的？」

灰原說：「賠率的計算，簡單地說就是： 賠率=                    。」

光彥說：「『奪冠機率』又是如何產生的？」

灰原說：「『奪冠機率』是從很多個下注者（博弈者）的主觀機率統計出來的。」

阿笠博士說：「大家依據奪冠賠率，換算出各國家代表隊的奪冠機率。」

（四捨五入約到百分位）

活動3

前16強

法國 v.s.         阿根廷

烏拉圭 v.s.         葡萄牙

西班牙 v.s.         俄羅斯

克羅埃西亞 v.s.         丹麥

巴西 v.s.         墨西哥

比利時 v.s.         日本

瑞典 v.s.         瑞士

哥倫比亞 v.s.         英格蘭

世足賽前八強奪冠賠率

  比數

4 : 3

2：1

1：1  pk賽3：4

1：1  pk賽3：2

2：0

3：2

1：0

1：1  pk賽3：4

 前8強

法國

烏拉圭

俄羅斯

克羅埃西亞

巴西

比利時

瑞典

英格蘭

討論1

國家

賠率 1賠3.7    1賠12       1賠18            1賠6         1賠3.1    1賠5.2     1賠22    1賠4.3

法國     烏拉圭     俄羅斯     克羅埃西亞     巴西     比利時     瑞典     英格蘭

1
奪冠機率
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【解】 已知賠率，則奪冠機率＝ 

光彥說：「好奇怪喔！八隊奪冠機率的總和大於1呢！」

步美說：「我想根據剛算出的奪冠機率，按照比例同時下注，應該可以賺大錢吧！」

請幫他們想一想是否合理？

【解】

1

賠率

世足賽前八強奪冠賠率

國家

賠率

奪冠
機率

1賠3.7    1賠12       1賠18            1賠6         1賠3.1    1賠5.2     1賠22    1賠4.3

法國     烏拉圭     俄羅斯     克羅埃西亞     巴西     比利時     瑞典     英格蘭

討論2
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世界杯足球賽吸引著全世界球迷的目光，各國也出現了出色的球星。

步美說：「克羅埃西亞的表現出乎意料，我最喜歡隊長莫德里奇（Luka Modric）
了！」

元太說：「眾多球星，你為什麼最喜歡莫德里奇？」

步美說：「莫德里奇的『傳球成功率』很高，實在太帥了！」

元太說：「所謂的『傳球成功率』是怎麼算出來的呀？」

克羅埃西亞隊長莫德里奇在世界盃表現出色，成為金球獎得主。

根據賽後資料統計，本屆世界盃莫德里奇的傳球情況

阿笠博士問：「根據賽後資料，請算看看這三場比賽，莫德里奇的傳球成功率分別

是多少？」（四捨五入約到千分位）

【解】

活動4

討論1

世界盃比賽

前32強~對戰奈及利亞之役

前8強~對戰俄羅斯之役

前4強~對戰英格蘭之役

世界盃比賽

前32強~對戰奈及利亞之役

前8強~對戰俄羅斯之役

前4強~對戰英格蘭之役

  莫德里奇的傳球情況

全場完成63次傳球，成功傳球54次。

全場完成102次傳球，成功傳球89次。

全場完成71次傳球，成功傳球63次。

莫德里奇的傳球情況

全場完成63次傳球，成功傳球54次。

全場完成102次傳球，成功傳球87次。

全場完成71次傳球，成功傳球63次。

  傳球成功率
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柯南說：「我們根據賽後資料，藉由過去事件發生的成功次數與總次數比，所計算

出來的傳球成功率就是『頻率機率』。」

灰原說：「當觀測的次數越多，機率值也就越準確。」

阿笠博士問：「我們將這三場的比賽資料合併，莫德里奇的傳球成功率是多少？」

【解】

步美說：「若進一步直接計算三場成功率的平均值，我得到成功率為86.6％，哪一
種算法較合理呢？」

【解】

討論2

討論3

後記：
少年偵探隊熱情參與阿笠博士的預測「世界盃足球賽」遊戲，過程中學習到日常生活的

機率分為「主觀機率」與「客觀機率」，而「客觀機率」又分為「古典機率」與「頻率機率」。

阿笠博士開心地宣布神秘禮物是「拉脫維亞之旅」，決定帶少年偵探隊到拉脫維亞旅

行，希望在享受異國風情的同時，順便尋找創造發明的新點子。

然而，柯南心中卻存著疑慮，深知真實生活中處處充滿不確定性，當每個人做出機率的

猜測後，又該怎麼判斷這個猜測是否合理呢？也許在未來的旅程中，可以找到答案吧！
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阿笠博士和少年偵探隊柯南、灰原、步美、

元太、光彥一行人，興高采烈地開啟「拉脫維亞

之旅」。拉脫維亞（Latvija）是位於波羅的海東
岸的北歐國家，首都里加（Riga）是北歐地區波
羅的海國家中最大、最繁忙的城市。

阿笠博士等人在里加（Riga）欣賞著北歐城
市的風情。此時，柯南意外發現2018年發行的紀
念幣「蜂巢硬幣」。

        蜂巢硬幣的猜想

柯南手裡拿著奇特的硬幣說：「這款蜂巢形狀的硬幣可以拼圖耶！」

 

步美不禁大喊：「哇！好特別喔！」

灰原好奇的觀察蜂巢硬幣，驚呼：「硬幣正反兩面的設計，也富有巧思與創

意！」

  
硬幣正面

蜂巢格子組成了拉脫維亞國土輪廓以及首都里加海灣的
外形。硬幣銘文 “LATVIJA” 印製在硬幣左下方，最底
部則印有發行年份 2018。

硬幣背面

同樣為蜂巢格圖案，其中 5 個蜂巢格被覆蓋，象徵著硬
幣面值 5 歐元。面值 5 同樣印在左下方，最下方則印有
貨幣單位 “euro（歐元）”。

第二節    蜂巢硬幣的猜想

活動1
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正當大家驚奇的欣賞著這特別的蜂巢硬幣時，

柯南拿著一枚硬幣說：「你們猜看看，投擲一枚蜂巢硬幣出現正面的機率是多少？」

【解】

元太說：「兩面看起來差不多啦！我猜正反兩面的機率各占     。」

光彥說：「才怪，兩面的蜂巢格數目不同，正面有11個蜂巢格，反面有14個蜂巢格。

我覺得正面的機率是        。」

步美說：「蜂巢格分布的位置不同，可能會影響擲出正面的機率呀！」

每個人都有自己的看法與論點，正當大家爭論不休時~ 

阿笠博士說：「我們來動手試驗看看，分工合作投擲一枚蜂巢硬幣20、30、40次，
觀察出現正面的次數，並算出出現正面的頻率！」

【解】

討論1

討論2

     20次	         30次	   40次

擲出正面的次數

正面的機率

1
2

11
25
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柯南說：「每次試驗的結果會不同，所以樣本資料會有誤差存在。

即使假設是正確的，樣本估計值也不會剛好等於假設。」

步美說：「那該如何判斷我的猜想是否可以接受呢？」

阿笠博士說：「我們可以看試驗的結果與猜想假設的差異有多大。

                  當樣本估計值與假設的機率之間差異不大，則不拒絕假設。

                  當差距夠大了，則做出拒絕假設的結論。」

柯南說：「這一連串的試驗與決策過程就是推論統計的『假設檢定』呀！」

步美說：「什麼是『假設檢定』？」

灰原說：「『假設檢定』是針對提出的假設，稱為『母體參數』，依據試驗所得的『樣

本估計值』，來推論母體參數的真實值，並決定是否拒絕這個假設。」

阿笠博士說：「沒錯！假設檢定有四步驟：猜想→收集資料→檢定→決策。」

1請思考一下，為何需要「假設檢定」呢？「假設檢定」的使用時機為何？

【解】

元太說：「樣本估計值與假設的機率之間差異多少時，才算夠大？

                  像我猜正面的機率     ，該怎麼設定拒絕假設的標準呢？」

阿笠博士說：「拒絕假設的標準是由檢驗者預先設定『拒絕假設的機率』，檢定方式

如下∼」

2若依據元太的假設正面的機率     ，元太投擲一枚蜂巢硬幣20次。

令隨機變數 X 表示出現正面的次數，分別寫出 X 的機率質量函數？

並作出 X 的機率分布圖。
【解】

若投擲一枚蜂巢硬幣20次，設正面的機率     ，則 X~B(20,      )，
 P(X=k) 表示恰有 k 次成功的機率，即 P(X=k)=
則隨機變數 X 的機率質量函數 f (k)= ，其中k =0,1,2,⋯,20，

討論3

1
2

1
2

成功

次數k 

機率

成功

次數k 

機率

0   1     2      3        4          5           6  7    8      9 10

 11          12           13          14           15          16          17          18          19          20

1
2

1
2

13
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將機率分布圖畫出如下：

 

3接下來，請為此次隨機試驗設定拒絕假設的機率α，並決定拒絕假設的區域。

    依據問題可以選單尾{X ≥ k}、  {X ≤ k}或雙尾{X ≥ k1 <X ≤ k2}作為合適的拒絕區域，

    且拒絕區域範圍內的機率總和恰為設定拒絕假設的機率α。

 連連看 ：請將機率分布圖與拒絕區域，左右配對！

                                                      

   

            

 

 
0   1    2    3   4    5   6    7    8   9  10  11 12  13 14  15  16 17  18  19 20

0   1    2    3   4    5   6    7    8   9  10  11 12  13 14  15  16 17  18  19 20

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0

單尾{X ≥ k} 

變數在群體間的變化
方向是單方向的。在
語 句 中 有「 是 否 高
於？」、「是否優於？」
等。

單尾{X ≤ k} 

變數在群體間的變化
方向是單方向的。在
語 句 中 有「 是 否 低
於？」、「是否劣於？」
等。

單尾{X ≤ k1 <X ≤ k2} 

變數在群體間的變化
方向，可能是雙方向
的。在語句中使用兩
者「 有 何 區 別？」、
「有何不同？」

0   1    2    3   4    5   6    7    8   9  10  11 12  13 14  15  16 17  18  19 20

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0



4�阿笠博士說：「如果設定拒絕假設的機率α為0.1。現在想檢驗『擲出正面的機率
為0.5』的假設，所以選取雙尾{X ≥ k1 <X ≤ k2}作為拒絕區域。並且拒絕區域範圍

內的機率總和恰為設定拒絕假設的機率α=0.1。」

 

若元太投擲一枚蜂巢硬幣20次，擲出6次正面，且拒絕假設的機率α＝0.1。

請在機率分布圖上，畫出雙尾的拒絕區域！

【解】

設定拒絕假設的機率α=0.1，且選取雙尾 {X ≥ k1 <X ≤ k2} 作為拒絕區域。

所以，拒絕區域為 ，拒絕區域如下圖：

 

5�根據機率分布圖上所畫出的拒絕區域，請問元太擲出6次正面，是否拒絕假設
呢？

      如果灰原的猜想、試驗次數、拒絕機率α與拒絕區域類型都和元太相同，但是灰
原擲出5次正面，是否拒絕假設呢？

【解】

設定拒絕假設的機率α=0.1，且選取雙尾作為拒絕區域。

所以，拒絕區域為

因此，元太擲出6次正面，（在、不在）拒絕區域，則（拒絕、不拒絕）假設。

而灰原擲出5次正面，（在、不在）拒絕區域，則（拒絕、不拒絕）假設。

0   1    2    3   4    5   6    7    8   9  10  11 12  13 14  15 16  17  18 19 20

0   1    2    3   4    5   6    7    8   9  10  11 12  13 14  15 16  17  18 19 20

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0

0.2

0.2

0.1

0.1

0.0
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柯南說：「我們各自試試設定拒絕假設的機率，並檢驗是否拒絕自己的假設吧！」

請將你的假設檢定過程記錄下來！

【解】

1我猜測投擲一枚蜂巢硬幣出現正面的機率是 。

2投擲一枚蜂巢硬幣 次，觀察出現正面有 次。

    因此，此次試驗出現正面的機率是 。

3令隨機變數 X 表示出現正面的次數，則 X~B(  ,  )，

    P(X=k)表示恰有 k 次成功的機率，即 P(X=k)= ，

    則隨機變數 X 的機率質量函數 f (k) = ，其中k = 0,1,2,⋯, 。

       

  

        

討論4

成功

次數k 

機率

0   1     2      3        4          5           6  7    8      9 10

成功

次數k 

機率

 11          12           13          14           15          16          17          18          19          20

成功

次數k 

機率

成功

次數k 

機率
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作出 X  的機率分布圖～

4設定拒絕假設的機率α= ，並決定拒絕假設的區域為 。

5請做出決策，說明是否拒絕你的假設呢？
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假設檢定的四個步驟：猜想→收集資料→檢定→決策。

 連連看 ：請將蜂巢硬幣的試驗過程與『假設檢定』的流程做對照與比較。

       

投擲硬幣20次，
擲出6次正面

正面是否少於反
面？選取拒絕區
域

投擲硬幣20次，
擲出7次正面

我覺得正面的機
率是0.44

我猜正反兩面的
機率各占0.5

拒絕假設的機率
α=0.1

∑ C 20
k  (     )20 <α

拒絕假設

5

k =0

1
2

猜  想 收集資料 檢 定 決 策

活動2

∑ C 20
k  (     )k (     )20-k <α

不拒絕假設

7

k =0

4
10

6
10
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某天，步美拿著兩袋不同顏色的球，混合

倒入一個桶子中，突然驚呼「啊！我剛忘記先

數數看兩種顏色的球分別各有幾顆了！」

灰原拿著裝著兩種顏色球的桶子說：「沒關

係！正好可以來玩『神預測』遊戲，看誰預測

能力較準喔！」

請猜猜看，黃色球佔全部球個數的比例是多少呢？ 
【解】

我猜黃色球佔全部球個數的比例是 。

柯南說：「利用『假設檢定』的方法，來檢驗是否拒絕自己的假設呢？」

1�從桶子中，每次取一球，取後觀察顏色後放回，重複取 n 次，算出此試驗取出黃
球的次數？

【解】

重複取 次球，其中取出黃球有次 。

此試驗取出黃球的樣本比例是 。

 
1�令隨機變數 X 表示黃球的球數，則 X~B(n,p)，請寫出 X 的機率質量函數？並作
出 X 的機率分布圖。

【解】

令隨機變數 X 表示出現正面的次數，則 X~B(  ,  )       ，

P(X=k) 表示恰有 k 次成功的機率，即P(X=k)= ，

則隨機變數 X 的機率質量函數 f (k)= ，其中 k=0,1,2⋯,  。

   

活動3

討論1

討論2

討論3
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作出 X 的機率分布圖∼

2請為此次隨機試驗設定拒絕假設的機率α，並且決定拒絕假設的區域。
【解】

設定拒絕假設的機率α為  ，且決定拒絕假設的區域為  。

3請繼續將檢定過程記錄下來，並做決策是否拒絕假設呢？

【解】

灰原說：「現在我們實際數看看球桶中，黃色球佔全部球個數的比例是多少！」

請各組分別數出球桶中，黃色球佔全部球個數的比例，並驗證看看與假設檢定結果

的差異。

【解】

成功

次數k 

機率

0   1     2      3        4          5           6  7    8      9 10

成功

次數k 

機率

討論4
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～課後練習活動～

★真的好神！

阿笠博士和少年偵探隊等一行人來到美麗的寶島「台灣」。他們一行人來到

「好神廟」裡祈求好運氣，恰巧廟裡舉辦擲「好神筊」送「好神氣球」活動。

元太直呼：「好神筊的形狀好像月亮呀！但是兩面不同，一面是凸的，另一面卻是

平的耶！」

步美說：「好神筊擲出『聖筊』的機率是多少？」

柯南說：「我們可以先『猜想』，再利用『假設檢定』來判斷是否拒絕猜想呀！」

 

「好神廟」擲「好神筊」活動

比賽辦法：每組10人，投擲「好神筊」20次，

擲出「聖筊」次數最多者獲勝，

就可以將「好神氣球」帶回家。

聖筊                                     陰筊                                       笑筊 
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請「猜想」好神筊擲出「聖筊」的機率，並投擲「好神筊」20次。依照假設檢定的

流程：「猜想→收集資料→檢定→決策」，來判斷是否拒絕猜想？並將過程記錄下來。
【解答】

1猜想

    若猜測好神筊擲出「聖筊」的機率是 。

2收集資料

    投擲「好神筊」20次，觀察出現「聖筊」有 次。

    此試驗擲出「聖筊」的機率是 。

3檢定

    猜測好神筊擲出「聖筊」的機率是 ，且投擲「好神筊」20次，

    則 X~B(20, ) 。

  若 P(X=k) 表示恰有 k 次成功的機率，即 P(X=k)=

    則隨機變數 X 的機率質量函數  f (k)= ，其中k =0,1,2,⋯,20，

將機率分布圖畫出如下：

若設定拒絕假設的機率α= ，且選取 作為拒絕範圍區域。

所以，拒絕區域為  

4決策

討論1

成功

次數k 

機率

成功

次數k 

機率

0   1     2      3        4          5           6  7    8      9 10

 11          12           13          14           15          16          17          18          19          20
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